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RCsum6. Dam cette Note nous dkmontrons quelques propriCtCs du premier ordre des groupex 
spkciaux rkduits. Nous montrons l’omega-catCgoricitC, la modkle-complktude, et 
l’omega-stabilitk des groupes spkiaux rkduits de longueur de chdne finie, dont nous 
calculons par ailleurs le rang de Morley (fini). Q AcadCmie des Sciences/Elsevier. 
Paris. 

Some model-theoretic properties of reduced special groups 

Abstract. In this Note WY prove some jrst order properties oft-educed speciul groups. We show the 
d-cutegoricity, the model-completeness, und the w-stability qf reduced special groups 
ofjnite chain length. Moreover, we compute their (jinite) Morley rank. 0 AcadCmie 
des ScienceslElsevier. Paris. 

La thCorie des groupes spkciaux (voir [3]) est une thkorie du premier ordre qui a CtC dCveloppCe afin 
de permettre un traitement au premier ordre de la thkorie algkbrique des formes quadratiques; une 
version de cette demikre est par exemple la thkorie des anneaux de Witt abstraits (AWA), eux-mCmes 
axiomatisation des anneaux de Witt des corps (pour plus de d&ails et pour les notions et notations 
de base, voir [3], [5] et [6]). 

En fait, les groupes spkiaux, avec leurs morphismes, forment une catkgorie isomorphe ?I celle 
des AWA (voir [5]). De plus, la catCgorie opposke 2 celle des espaces d’ordres abstraits (introduits 
par Marshall comme axiomatisation des espaces d’ordres des corps), est isomorphe B celle des 
AWA rkduits, et 2 une sous-catkgorie des groupes spkiaux : les groupes spkiaux rkduits (wir [5] 
g nouveau). Ces isomorphismes de catkgories permettent d’utiliser, sans plus de justification, de 
nombreux rCsultats concernant les AWA ou les espaces d’ordres abstraits. 

Ainsi, les AWA rkduits de longueur de chaine finie Ctant entikrement dkrits dans [6] et [7], cette 
mCme description existe pour les groupes spkciaux rkduits de longueur de chaine finie. 

Dans cette Note, aprks avoir rappel& quelques dkfinitions sur les groupes sptciaux, et avoir traduit 
dans ce contexte certaines notions de [6] et [I], nous allons voir quelques propriCk% logiques des 
groupes spkiaux rkduits de longueur de chaine finie. 

Note prksentke par Jean-Yves GIRARD. 
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1. DCfinitions et notations 

Un groupe sptcial est un groupe multiplicatif d’exposant deux dans le langage : L,Tc: = {I, -- 1. E}, 
air 5 est la relation d’isomktrie entre deux formes de dimension deux, et qui vkrifie les axiomes 
qui apparaissent dans 131 et [5]. Si on note par 13c(n, h) l’ensemble des ClCments de G reprksentks 
par la forme (0.b), on a : 

ceci nous permet done d’utiliser indiffkremment z ou U pour dCcrire I’isomCtrie. 

DEFINITION I. -- Un groupe sptcial G est rkduit si : tic/. ((I. CL) c (1, 1) + n = 1. 
- La longueuv de c/w&e d’un groupe spCcia1 G, notCe cl(G), est le plus grand entier 71. tel que : 

ho: . . , a,, E C: Q’, < ‘11 II<; ( I. (I;) $ D,: (1, (I,, +1) si un tel entier existe, et I’infini sinon. 
On connait essentiellement deux constructions qui permettent, h partir de groupes spkiaux. d’en 

obtenir d’autres : ce sont le produit, qui est le produit usuel de structures, et I’extension dont voici 
la description : 

DEFINITION 2. - Si G est un groupe spkial dans lequel -1 # I, et si H est un groupe d’exposant 2, 
on dkfinit sur le groupe G x H une structure de groupe spkial en posant (avec ,yyh dksignant un 
ClCment de G x H) : 

i 

{ 1. f/II.} si I/,# I. 
D(l.~/h) = fl(:(l.~/) x(1) siIr=letT/#-1. 

C: x H si /I = 1 et ~1 = - 1. 

Le groupe spkial obtenu est appelC extension de G par H et est note G[H]. 

LEMME I. - Aver les notufions dr In derniPw d@iniricm, lu structure G[H] est un produit gchfruli.w! 
(NU sens de [4]) de G (cornme structure cl~tr~v le Ictngqe L,?,), et de H (comme structure dans le 
hnpage { 1. .} des esprces vectorirls sur [Fz. mQ6.v multi~~lic~clti,~elllerlt). 

La dkmonstration est une sitnple wkitication. mals il faut rajouter une relation quelconque sur H.l ; 
elle ne sert qu’8 se placer dans le cadre exact des produits g&CralisC de Feferman-Vaught, qun exigent 
que toutes les tructures soient dans le mGme langage. 

Notation. - On note ZT le seul groupe spkial rCduit avec -1 # I sur le groupe d’exposant 2 5 
deux ClCments (il correspond 2 I’anneau de Witt W(R)). 

DEFINITION 3. - Un groupe spkcial (pas forckment rCduit) construit B partir des groupes spkiaux 
finis en appliquant un nombre fini de fois les opkations de produit et d’extension est dit de type,fini. 

Un groupe spkcial de type fini admet done une dkomposition B partir des groupes spCciaux 
finis, en utilisant un nombre fini de fois les opkrations de produit et d’extension, et d’aprks [6] cette 
dkcomposition est essentiellement unique. De plus. on Sait d’aprks 1.61 et [7] (voir aussi [ 11, chapitres 6 
et 7j. et en utilisant les dualitks qui apparaissent dans [5], qu’un groupe spCcia1 riduit de longueur de 
chaine finie, est un groupe spkcial de type fini, obtenu 5 partir du seul groupe spkcial fini &. 

Toujours en utilisant les dualit&, on peut construire, pour un groupe spkcial G rkduit et de longueur 
de chaine tinie, un arbre qui apparait dans [I]. et qui rend compte de cette dkcomposition : 

- pour tout groupe special. G,, qui apparait dans la construction de G. on met un point %; 
- on note le produit G; x G,, = eA pat- : 

;; : 

i ./ 
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- les produits successifs du schCma de gauche se notent comme sur le schCma de droite 
(associativitk) : 

- on note l’extension G;[H] = GA. par : 
x: 
0 

On transforme ensuite I’arbre selon les rkgles suivantes : 
- les extensions conskcutives se transforment en une seule extension : 

- les extensions 5 partir de Zz ne sont pas permises. On les remplace comme suit (les groupes 
spkciaux correspondants Ctant ioomorphes) : 

,i i 

L’arbre Plague’ de G est I’arbre dtkrit ci-dessus, mais dans lequel, pour les extensions. au lieu de 
noter un cardinal CY .?I cGtC des branches verticales de l’arbre, on note Ho si CL > No, et (Y si (Y < No. 

2. DCfinissabilitC et prkservation 

Soit G un groupe spkial rkduit de longueur de chaine finie (c’est-B-dire de type fini, voir le 
paragraphe aprks la dkfinition 3). 

On peut constater que lorsque G = ,5~ Gl x x G,, est un produit, chaque C:i est dkfinissable (avec 
paramktres) dans G. De plus, lorsque G = SG Gl[H] et que C1 n’est pas lui-mCme une extension, 
alors G1 est dkfinissable dans G (sans paramktres). 

En particulier, certaines propriMs de la dkomposition de G en produits et extensions vent 
s’exprimer par la satisfaction dans G d’une formule du premier ordre (A paramktres dans G). 
Ces propriMs seront done priservkes par Cquivalence Mmentaire. De plus, les produits et les 
extensions ttant des produits gt%CralisCs, ces opkrations vont prkserver de nombreuses propriCtCs- 
modkle thkoriques (vnir B ce su.jet [2], p. 36l), ce qui va nous permettre de faire des preuves par 
rkurrence sur I’arbre de C. 

3. Applications 

Une application de ces rkurrences conduit aux rksultats suikants : 

PROPOSITION 1. - Si G rst un groupe .spP&I rkduit de longcrew de chainr ,finie, et .si G’ G G, alors 
G ccx;d G’ (pour L,~G). En particulier, si G est infini, Th(G) est w-catkgnrique. 
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PROPOSITION 2. - Pour G1 et Gz deux groupes ,spFpe’ciaux rkduits de longueur de chaine jnie, on a 
les dquivalences suivantes : 

G1 zGz w G1 -mu Gz x==+ G1 et G2 ont me^me arbre e’laguk. 

PROPOSITION 3. - Si G est un groupr spkial re’duit de longueur de chafne jinie, et G C G’, aver 
G E G’, alors G et G’ satisfont les me^mes formules de L,, avec un nombre jini de paramttres duns 
G. En particulier, T!&(G) est mod2le-compl&e. 

Remarque. - En revanche, T/t,(G) peut ne pas &tre Nr-categorique ; en effet, les deux groupes 
speciaux reduits (( (( 22 x Z,) [HI] ) x 2,) [Hz]) x Z2 et ((( (2, x Z,)[Ha]) x Za)[Hr]) x 22 (dont les 
arbres s’ecrivent facilement) sont Clementairement equivalents car ils ont le mCme arbre Clague, mais 
ne sont pas isomorphes (en prenant dimF, Wr = NO et diniF, Hz = Nl). 

4. Stabilitk! 

Si G est un groupe special de type fini, on montre, en remarquant que la relation d’isometrie de G est 
alors une union tinie de cosets de Gd, que Th( G) est w-stable et de rang de Morley fini. En particulier, 
G est alors de longueur de chaine finie. et on etablit les implications suivantes (que G soit reduit ou 
non) : 1) =+ 2) ==+ 3) ==+ 4) ===+ .5), avec : 1) G est de type fini, 2) la relation d’isomttrie de G 
est une union finie de cosets. 3) G est d-stable, 4) G est stable, 5) G est de longueur de chaine finie. 

Et si G est reduit, ces implications sont des equivalences, car on sait qu’un groupe special reduit 
de longueur de chaPne finie, est de type tini (voir le paragraphe apres la definition 3). 

On peut enfin calculer le rang de Morley de G : quand G = SC; Gt x . x G’,, est un produit, 
on a RM(G) = EXM(Gr) t ..’ + RM(G,?), et quand G == GI[H], oti Gr n’est pas lui-m&me une 
extension, on peut montrer que : 

si H est infini, 
sinon. 

Remerciements. Je tiens icr a remercier mon directeur de these, Maximo Dickmann. 
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